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HPM can apply to not only the analysis of the solid mechanics but also the problem of the 
scalar field. For example, in the case of heat transfer analysis, a weak continuity of the 
temperature can be satisfied between subregion by using a penalty function.  If this method is 
used, in the case of steady state problem, a solution of the accuracy that is equivalent to 
analytical solution is computed. However, like the case of the dynamic problem in the solid 
mechanics, the influence of the penalty function to the solution is not enough discussed in time 
integration in the unsteady problem. In this paper, it applied the Crank Nicholson method which 
is the implicit method to time integration, and verified accuracy  of solution. As a result, even if 
it used the penalty function, the accuracy comparable as analytical solution was obtained. 
 





熱伝導問題の解析には，有限要素法 (FEM : Finite 
Element Method) や有限体積法 (FVM : Finite Volume 







い る ハ イ ブ リ ッ ド 型 ペ ナ ル テ ィ 法  (HPM : 






















を ndim 次 元 ユ ー ク リ ッ ド 空 間   
 の有界領域とし，  を  の滑らかな
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境界  とする．このとき，  内における非
定常熱伝導問題の支配方程式は次式で与えられる． 
 
   (1) 
   (2) 
   (3) 
 
ここで，式(1)は熱伝導方程式で，  は密度，  は比
熱， は温度， は熱流束，Q は単位体積当たりの発
熱率で，  は微分作用素である．また，式(2)はフー
リエの法則で，  は温度勾配，  は熱伝導率を表し
ている．式(3)は，温度と温度勾配の関係を示してい
る． 
 境界は，  で構成され，  は温度が
与えられる境界で， 
 









（熱流束が流入出する境界）    (6) 
（熱伝達境界）       (7) 
（熱放射境界）     (8) 
 
ただし，  は外向き法線ベクトル，  は既知の熱
流束，  は熱伝達係数，  は外部温度，  はステ
ファン・ボルツマン定数，F は修正形態係数，  は
放射源温度であり，  なる関係に
ある．式 (8) は非線形となっているため， 
 





  (10) 
 
 いま，Fig.1 に示すように領域  を閉境界  
で囲まれた M 個の部分領域  から構成されてい
るものとする．すなわち， 
 
  ただし  (11) 
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Fig.2 Sub-domain  and   






     (13) 
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  (18) 
 
 いま，  
 
















  (22) 
  (23) 
 
また，全要素における自由度を並べた１次元配列
に対して，要素境界面   に関する自由度
は，以下のように関係付けられる． 
 
  (24) 
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  (27) 




  (29) 
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T^ = 0T^ = 1
 






同様に，Fig.4 は，赤色の要素に内部発熱 1 を与え
た場合の結果である．また，Fig.5 は熱流速境界の例























T^ = 0 T^ = 0  
Fig.4 Internal Heat Build-up 
 
















T^ = 0 q= 1
 
Fig.5 Heat Flux 
 

















T^ = 1T^ = 0  











C，比熱 386 J/kgoC，密度 8880 kg/m3 とした．
また，領域の初期温度は 100oC とし，両端を 0oC に
拘束，上下端を断熱境界とした．非定常解析におけ

































Fig.7 Numerical Model 
 
 Fig.8 は 1，5，10 秒後の本手法による解析結果を
白丸で，解析解を実線で示した図である．図に示す
ように両者の解はほぼ一致している．解析解と本手
法による解の相対誤差は，1 秒後で 0.6%程度，5 秒
後，10 秒後の相対誤差は 0.1%程度であった． 
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